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ＨｉｌｂｅｒｔＫ－模上广义框架的不相交性

董芳芳
（天水师范学院数学与统计学院，甘肃 天水 ７４１００１）

摘　要：引入了紧算子代数模 （简称ＨｉｌｂｅｒｔＫ－模）上广义框架，广义框架变换，广义框架算子，（强）不相
交等概念，给出并证明了ＨｉｌｂｅｒｔＫ－模上广义框架 （强）不相交的充要条件。
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　　ＨｉｌｂｅｒｔＫ－模是一种特殊的ＨｉｌｂｅｒｔＣ －模，Ｋ
为作用在Ｈｉｌｂｅｒｔ空间上的全体紧算子组成的 Ｃ －
代数。显然 Ｉ Ｋ，Ｂａｋｉｃ等［１］证明了这种模一定

有特殊的标准正交基，其特殊点在于相同基向量的

内积为Ｋ中的一个秩１的自伴投影 （见定义２），
下面我们先给出与本文有关的ＨｉｌｂｅｒｔＫ－模的相关
概念。

定义１［１］　设 Ｋ为作用在 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Η上的
全体紧算子组成的Ｃ －代数，Ｍ是复数域 Ｃ上的
线性空间，Ｍ是左Ｋ－模，满足：μ（ｋｘ）＝（μｋ）ｘ＝
ｋ（μｘ），其中任意的 μ∈ Ｃ，ｋ∈ Ｋ，ｘ∈ Ｍ，若
〈，〉：Ｍ×Ｍ→Ｋ具有性质：

（ｉ）〈ｘ，ｘ〉≥０，ｘ∈Ｍ；
（ｉｉ）〈ｘ，ｘ〉＝０ｘ＝０，ｘ∈Ｍ；
（ｉｉｉ）〈ｘ，ｙ〉＝〈ｙ，ｘ〉，ｘ，ｙ∈Ｍ；
（ｉｖ）〈ｋｘ，ｙ〉＝ｋ〈ｘ，ｙ〉，ｋ∈Ｋ，ｘ，ｙ∈Ｍ；
（ｖ）〈ｘ＋ｙ，ｚ〉＝〈ｘ，ｚ〉＋〈ｙ，ｚ〉，ｘ，ｙ，ｚ∈Ｍ。

　　则称 （Ｍ， ＜， ＞）为准 ＨｉｌｂｅｒｔＫ－模。在

Ｍ上定义范数 ‖ｘ‖：＝‖〈ｘ，ｘ〉‖
１
２，若 Ｍ在该

‖·‖意义下完备，就称之为ＨｉｌｂｅｒｔＫ－模。
定义２［１］　称序列 ｛ｖλ，λ∈ Λ｝为 ＨｉｌｂｅｒｔＫ－

模Ｍ的标准正交序列，若对任意的λ，μ∈Λ，

〈ｖλ，ｖμ〉＝
０，当λ≠μ时；
ｅξ，ξ，当λ＝μ

{
时

其中ξ∈Ｈ，且‖ξ‖ ＝１（Ｈ为Ｈｉｌｂｅｒｔ空间），ｅξ，ξ
∈Ｋ如下定义：

对任意的η∈Ｈ，ｅξ，ξ（η）＝（η，ξ）ξ
同时ｅ２ξ，ξ＝ｅξ，ξ＝ｅ


ξ，ξ，我们称ｅξ，ξ为｛ｖλ，λ∈

Λ｝的支撑投影，其中 （，）指 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中元素
的内积；若该标准正交序列完备，即 ｓｐａｎＫｖλ ＝
Ｍ，任意的λ∈Λ，则称它为Ｍ的标准正交基。

定义３［２］　称ＨｉｌｂｅｒｔＫ－模Ｍ中的序列｛ｘλ，λ
∈Λ｝为框架，若存在常数ｃ＞０，ｄ＞０，使得对任
意的ｘ∈Ｍ，

ｃ〈ｘ，ｘ〉≤∑
λ∈Λ
〈ｘ，ｘλ〉〈ｘλ，ｘ〉≤ｄ〈ｘ，ｘ〉

若ｃ＝ｄ＝１，则称｛ｘλ，λ∈Λ｝为正规紧框架，若
只有右半部等式成立，则称 ｛ｘλ，λ∈ Λ｝为 Ｂｅｓｓｅｌ
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序列。

定义４［２］　设 Ｍ１，Ｍ２均为 ＨｉｌｂｅｒｔＫ－模，Ｔ：
Ｍ１→Ｍ２是Ｋ－线性算子 （即Ｔ（ｋｘ）＝ｋＴ（ｘ），任
意的ｘ∈Ｍ１，ｋ∈Ｋ），若存在 Ｋ－线性算子 Ｔ：
Ｍ２→Ｍ１，使得对任意的ｘ∈Ｍ１，ｙ∈Ｍ２，〈Ｔｘ，ｙ〉
＝〈ｘ，Ｔｙ〉，则称Ｔ是可伴算子。
注：若Ｔ可伴，则Ｔ必是Ｋ－线性的，且Ｔ有

界，反之不然。

命题１［２］设Ｍ１，Ｍ２均为ＨｉｌｂｅｒｔＫ－模，若Ｔ：
Ｍ１→ Ｍ２ 是可伴算子，则对任意的 ｘ∈ Ｍ１，
〈Ｔ（ｘ），Ｔ（ｘ）〉≤Ｔ２〈ｘ，ｘ〉。

１　ＨｉｌｂｅｒｔＫ－模上的广义框架
在以往的研究中，都是把这种模上的序列

｛ｘλ，λ∈Λ｝分别定义成了Ｂｅｓｓｅｌ序列，（正规紧）
框架，并研究了其性质，由于ＩＫ，所以Ｈｉｌｂｅｒｔ
Ｋ－模无法膨胀，也就是说引入是没意义的，因此
在以往的研究中，只能在Ｋ－模Ｍ上引入算子θ：Ｍ

→ Ｍ，使得对任意的 ｘ∈ Ｍ，θ（ｘ） ＝∑
λ∈Λ
〈ｘ，

ｅξ，ξｘλ〉ｖλ，其中 ｛ｖλ，λ∈ Λ｝为 Ｍ的标准正交基，

则θ是有闭值域且可伴的算子，θ（ｘ）＝∑
λ∈Λ
〈ｘ，

ｖλ〉ｅξ，ξｘλ，且θ
（ｖλ）＝ｅξ，ξｘλ。

受这点的启发，我们考虑 ＨｉｌｂｅｒｔＫ－模 Ｍ，
Ｎｊ，ｊ∈Ｊ，其中Ｊ为有限或可数生成的指标集，并
且类似地在Ｍ到Ｎｊ上引入类似于 θ的算子列：Ａｊ：

Ｍ→ Ｎｊ，使得对任意的 ｘ∈ Ｍ，Ａｊ（ｘ）＝∑
λ∈Λ
〈ｘ，

ｘｊ，λ〉ｖｊ，λ，其中｛ｘｊ．λ，λ∈ Λ｝为 Ｍ的框架，｛ｖｊ．λ，λ
∈Λ｝为Ｎｊ的标准正交基，同时Ａｊ为可伴算子，且

Ａｊ（ｇｊ） ＝ ∑
λ∈Λ

ｇｊ，ｖｊ，( )
λ ｘｊ，λ， 当 然，Ａｊ（ｖｊ，λ） ＝

∑
λ∈Λ

ｖｊ，λ，ｖｊ，( )
λ ｘｊ，λ ＝ｅξ，ξｘｊ，λ，我们将｛ｅξ，ξｘｊ，λ，ｊ∈Ｊ，λ

∈Λ｝称为算子序列｛Ａｊ，ｊ∈Ｊ｝的诱导系列，这样
研究的核心就从Ｋ－模Ｍ上的序列｛ｘλ，λ∈Λ｝的
研究上升到算子序列｛Ａｊ，ｊ∈Ｊ｝的研究。

我们再由上面｛Ａｊ，ｊ∈Ｊ｝的引入，显然有

∑
ｊ∈Ｊ
〈Ａｊ（ｘ），Ａｊ（ｘ）］＝

∑
ｊ∈Ｊ
〈∑
λ∈Λ
〈ｘ，ｘｊ，λ〉ｖｊ，λ，∑

μ∈Λ
〈ｘ，ｘｊ，μ〉ｖｊ，μ〉＝

∑
ｊ∈Ｊ
∑
λ∈Λ
∑
μ∈Λ
〈ｘ，ｘｊ，λ〉〈ｖｊ，λ，ｖｊ，μ〉〈ｘ，ｘｊ，μ〉＝

∑
ｊ∈Ｊ
∑
λ∈Λ
〈ｘ，ｘｊ，λ〉ｅξ，ξ〈ｘ，ｘｊ，μ〉

这样如何把算子序列｛Ａｊ，ｊ∈Ｊ｝定义为框架，Ｂｅｓ
ｓｅｌ序列，正规紧框架，自然就与 ＨｉｌｂｅｒｔＫ－模上

序列｛ｘλ，λ∈Λ｝定义为框架，Ｂｅｓｓｅｌ序列，正规
紧框架的定义方法联系起来，当然为了区别起见，

这里称为广义框架，广义Ｂｅｓｓｅｌ序列，广义正规紧
框架，并且与孙文昌［３－６］引入的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间上的ｇ
－框架的概念相类似，但引进思路不同。下面我们
给出ＨｉｌｂｅｒｔＫ－模上的广义框架的定义。

定义５　设Ｍ，Ｎｊ均为ＨｉｌｂｅｒｔＫ－模，Ａｊ：Ｍ→
Ｎｊ为可伴算子，称算子序列 ｛Ａｊ，ｊ∈ Ｊ｝为 Ｍ关于
Ｎｊ的广义框架，若存在Ａ＞０，Ｂ＞０，使得对任
意的ｘ∈Ｍ，有

Ａ〈ｘ，ｘ〉≤∑
ｊ∈Ｊ
〈Ａｊ（ｘ），Ａｊ（ｘ）〉≤Ｂ〈ｘ，ｘ〉

特别地，若Ａ＝Ｂ＝１，则称｛Ａｊ，ｊ∈Ｊ｝为Ｍ关于
Ｎｊ的广义正规紧框架，将 ａ，ｂ分别称为其广义下，
上框架界；若只有右半不等式成立，则称 ｛Ａｊ，ｊ∈
Ｊ｝为Ｍ关于Ｎｊ的广义Ｂｅｓｓｅｌ序列。

定义６［３］　称序列｛Λｊ，ｊ∈Ｊ｝为 Ｍ关于 Ｎｊ的
广义标准正交基，若满足：

（ｉ）对任意的 ｘ∈ Ｍ，∑
ｊ∈Ｊ
〈Λｊ（ｘ），Λｊ（ｘ）〉＝

〈ｘ，ｘ〉；
（ｉｉ）当ｉ≠ｊ时，〈Λｉ（ｇｉ），Λｊ（ｇｊ）〉＝０；当ｉ

＝ｊ时，〈Λｊ（ｇ１），Λｊ（ｇ２）〉＝〈ｇ１，ｇ１〉，其中任意
的ｇｉ，ｇｊ，ｇ１，ｇ２∈Ｎｊ。

２　ＨｉｌｂｅｒｔＫ－模上广义框架的框架变换

由于在ＨｉｌｂｅｒｔＫ－模 Ｍ上，ｌ２（Ｋ）不存在，也
就是没有意义将 Ｍ膨胀，从而在以往的研究中，
我们在Ｍ本身上引入了框架｛ｘλ，λ∈Λ｝的框架变
换，并研究了其性质。受这点启发，下面我们在Ｍ
自身上引入广义框架｛Ａｊ，ｊ∈Ｊ｝的框架变换。

定义７　设｛Ａｊ，ｊ∈ Ｊ｝为 Ｍ关于 Ｎｊ的广义框
架，｛Λｊ，ｊ∈Ｊ｝为Ｍ关于Ｎｊ的广义标准正交基，引
入算子Φ：Ｍ→Ｍ，使得对任意的ｘ∈Ｍ，Φ（ｘ）＝

∑
ｊ∈Ｊ
ΛｊＡｊ（ｘ），则 Φ为可伴算子，且 Φ（ｘ） ＝

∑
ｊ∈Ｊ
ＡｊΛｊ（ｘ），我们将Φ称为｛Ａｊ，ｊ∈Ｊ｝的广义框

架变换。

根据定义我们易知 Φ为单射。事实上，由于
｛Ａｊ，ｊ∈Ｊ｝为广义框架，从而存在ａ，ｂ＞０，使得

ａ〈ｘ，ｘ〉≤∑
ｊ∈Ｊ
〈Ａｊ（ｘ），Ａｊ（ｘ）〉＝

〈∑
ｉ∈Ｊ
ΛｉＡｉ（ｘ），∑

ｊ∈Ｊ
ΛｊＡｊ（ｘ）〉≤ｂ〈ｘ，ｘ〉

即

ａ〈ｘ，ｘ〉≤〈Φ（ｘ），Φ（ｘ）〉≤ｂ〈ｘ，ｘ〉
因此若Φ（ｘ）＝０，即就有不等式：ａ〈ｘ，ｘ〉≤０≤

９４１
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ｂ〈ｘ，ｘ〉，从而只有〈ｘ，ｘ〉＝０，即ｘ＝０，从而Φ
为单射，即Φ 为满射，因此 ΦΦ就为双射，即

ΦΦ可逆，且ΦΦ ＝∑
ｊ∈Ｊ
ＡｊＡｊ。

事实上，对任意的ｘ∈Ｍ，
〈ΦΦ（ｘ），ｘ〉＝〈Φ（ｘ），Φ（ｘ）〉＝

〈∑
ｊ∈Ｊ
ΛｊＡｊ（ｘ），∑

ｉ∈Ｊ
ΛｉＡｉ（ｘ）〉＝

∑
ｊ∈Ｊ
∑
ｉ∈Ｊ
〈ΛｊＡｊ（ｘ），ΛｉＡｉ（ｘ）〉＝∑

ｊ∈Ｊ
〈Ａｊ（ｘ），Ａｊ（ｘ）〉＝

∑
ｊ∈Ｊ
〈ＡｊＡｊ（ｘ），ｘ〉＝〈∑

ｊ∈Ｊ
ＡｊＡｊ（ｘ），ｘ〉

记Ｓ＝ΦΦ，则Ｓ为 Ｍ上的可逆自伴的正算子，
我们将这里的Ｓ称为｛Ａｊ，ｊ∈ Ｊ｝的广义框架算子，
同时由上面的推导有：当｛Ａｊ，ｊ∈Ｊ｝为广义正规紧
框架时，Ｓ＝ΦΦ＝Ｉ；当｛Ａｊ，ｊ∈Ｊ｝为广义框架

时，ａＩ≤Ｓ＝ΦΦ＝∑
ｊ∈Ｊ
ＡｊＡｊ≤ｂＩ，其中ａ，ｂ分别

为｛Ａｊ，ｊ∈Ｊ｝的下，上广义框架界。

３　ＨｉｌｂｅｒｔＫ－模上广义框架的不相交性
从文献 ［７］中可以看到：Ｈｉｌｂｅｒｔ空间上的广

义序列的性质与其诱导序列有关，受这点的启发，

本节我们把ＨｉｌｂｅｒｔＫ－模上广义框架｛Ａｊ，ｊ∈Ｊ｝和
｛Ｂｊ，ｊ∈Ｊ｝的 （强）不相交和它们各自的诱导序列

联系起来，并结合它们各自的广义框架变换的值

域，得到了一些重要结论。

定义８　设｛Ａｊ，ｊ∈Ｊ｝为Ｍ１关于Ｎｊ的 （正规

紧）广义框架，｛Ｂｊ，ｊ∈Ｊ｝为Ｍ２关于Ｎｊ的 （正规

紧）广义框架，且其诱导序列分别为 ｛ｅξ，ξｘｊ，λ，ｊ∈
Ｊ，λ∈Λ｝和｛ｅξ，ξｙｊ，λ，ｊ∈Ｊ，λ∈Λ｝，称｛Ａｊ，ｊ∈Ｊ｝
与｛Ｂｊ，ｊ∈Ｊ｝（强）不相交，若｛ｅξ，ξｘｊ，λ$ｅξ，ξｙｊ，λ，ｊ
∈Ｊ，λ∈Λ｝为Ｍ１$Ｍ２的 （正规紧）框架。

定理１　设｛Ａｊ，ｊ∈Ｊ｝为Ｍ１关于Ｎｊ的正规紧
广义框架，｛Ｂｊ，ｊ∈Ｊ｝为Ｍ２关于Ｎｊ的正规紧广义
框架，则｛Ａｊ，ｊ∈Ｊ｝与｛Ｂｊ，ｊ∈Ｊ｝强不相交当且仅

当对任意的 ｘ∈ Ｍ１，ｙ∈ Ｍ２，∑
ｊ∈Ｊ
ＢｊＡｊ（ｘ）＝０，

∑
ｊ∈Ｊ
ＡｊＢｊ（ｙ）＝０，并且这两个等式若有一个成立，

则另一个必成立。

证明　我们结合Ｋ－模上框架理论知识有：广
义正规紧框架｛Ａｊ，ｊ∈Ｊ｝和｛Ｂｊ，ｊ∈Ｊ｝强不相交当
且仅当｛ｅξ，ξｘｊ，λ$ｅξ，ξｙｊ，λ，ｊ∈Ｊ，λ∈Λ｝为Ｍ１$Ｍ２
的正规紧框架。

必要性：若｛ｅξ，ξｘｊ，λ$ｅξ，ξｙｊ，λ，ｊ∈Ｊ，λ∈Λ｝为
Ｍ１$Ｍ２的正规紧框架，则对任意的ｘ∈Ｍ１，ｙ∈
Ｍ２，

ｘ
$

ｙ＝∑
ｊ∈Ｊ
∑
λ∈Λ
〈ｘ

$

ｙ，ｅξ，ξｘｊ，λ$ｅξ，ξｙｊ，λ〉ｅξ，ξｘｊ，λ$ｅξ，ξｙｊ，λ ＝

∑
ｊ∈Ｊ
∑
λ∈Λ
〈ｘ

$

ｙ，Ａｊ（ｖｊ，λ）$Ｂ

ｊ（ｖｊ，λ）〉Ａ


ｊ（ｖｊ，λ）$Ｂ


ｊ（ｖｊ，λ）＝

∑
ｊ∈Ｊ
∑
λ∈Λ
（〈ｘ，Ａｊ（ｖｊ，λ）〉＋〈ｙ，Ｂ


ｊ（ｖｊ，λ）〉）Ａ


ｊ（ｖｊ，λ）$Ｂ


ｊ（ｖｊ，λ）＝

（∑
ｊ∈Ｊ
∑
λ∈Λ
（〈ｘ，Ａｊ（ｖｊ，λ）〉Ａ


ｊ（ｖｊ，λ）＋∑

ｊ∈Ｊ
∑
λ∈Λ
〈ｙ，Ｂｊ（ｖｊ，λ）〉Ａ


ｊ（ｖｊ，λ））$

（∑
ｊ∈Ｊ
∑
λ∈Λ
（〈ｘ，Ａｊ（ｖｊ，λ）〉Ｂ


ｊ（ｖｊ，λ）＋∑

ｊ∈Ｊ
∑
λ∈Λ
〈ｙ，Ｂｊ（ｖｊ，λ）〉Ｂ


ｊ（ｖｊ，λ））＝

（∑
ｊ∈Ｊ
Ａｊ（∑

λ∈Λ
（〈Ａｊ（ｘ），ｖｊ，λ〉ｖｊ，λ）＋∑

ｊ∈Ｊ
Ａｊ（∑

λ∈Λ
〈Ｂｊ（ｙ），ｖｊ，λ〉ｖｊ，λ））$

（∑
ｊ∈Ｊ
Ｂｊ（∑

λ∈Λ
（〈Ａｊ（ｘ），ｖｊ，λ〉ｖｊ，λ）＋∑

ｊ∈Ｊ
Ｂｊ（∑

λ∈Λ
〈Ｂｊ（ｙ），ｖｊ，λ〉ｖｊ，λ））＝

（∑
ｊ∈Ｊ
ＡｊＡｊ（ｘ）＋∑

ｊ∈Ｊ
ＡｊＢｊ（ｙ））$（∑

ｊ∈Ｊ
ＢｊＡｊ（ｘ）＋∑

ｊ∈Ｊ
ＢｊＢｊ（ｙ））＝

（ｘ＋∑
ｊ∈Ｊ
ＡｊＢｊ（ｙ））$（∑

ｊ∈Ｊ
ＢｊＡｊ（ｘ）＋ｙ）

从而有∑
ｊ∈Ｊ
ＢｊＡｊ（ｘ）＝０，∑

ｊ∈Ｊ
ＡｊＢｊ（ｙ）＝０。

充分性：若∑
ｊ∈Ｊ
ＢｊＡｊ（ｘ）＝０，∑

ｊ∈Ｊ
ＡｊＢｊ（ｙ）＝

０，则

∑
ｊ∈Ｊ
∑
λ∈Λ
〈ｘ

$

ｙ，ｅξ，ξｘｊ，λ$ｅξ，ξｙｊ，λ〉·

〈ｅξ，ξｘｊ，λ$ｅξ，ξｙｊ，λ，ｘ$ｙ〉＝

∑
ｊ∈Ｊ
∑
λ∈Λ
（〈ｘ，Ａｊ（ｖｊ，λ）〉＋〈ｙ，Ｂ


ｊ（ｖｊ，λ）〉）·

（〈Ａｊ（ｖｊ，λ），ｘ〉＋〈Ｂ

ｊ（ｖｊ，λ），ｙ〉）＝

∑
ｊ∈Ｊ
∑
λ∈Λ
（〈ｘ，Ａｊ（ｖｊ，λ）〉〈Ａ


ｊ（ｖｊ，λ），ｘ〉＋

∑
ｊ∈Ｊ
∑
λ∈Λ
〈ｘ，Ａｊ（ｖｊ，λ）〉〈Ｂ


ｊ（ｖｊ，λ），ｙ〉＋

∑
ｊ∈Ｊ
∑
λ∈Λ
〈ｙ，Ｂｊ（ｖｊ，λ）〉〈Ａ


ｊ（ｖｊ，λ），ｘ〉＋

∑
ｊ∈Ｊ
∑
λ∈Λ
〈ｙ，Ｂｊ（ｖｊ，λ）〉〈Ｂ


ｊ（ｖｊ，λ），ｙ〉＝

∑
ｊ∈Ｊ
∑
λ∈Λ
（〈Ａｊ（ｘ），ｖｊ，λ〉〈ｖｊ，λ，Ａｊ（ｘ）〉＋

∑
ｊ∈Ｊ
∑
λ∈Λ
〈Ａｊ（ｘ），ｖｊ，λ〉〈ｖｊ，λ，Ｂｊ（ｙ）〉＋

∑
ｊ∈Ｊ
∑
λ∈Λ
〈Ｂｊ（ｙ），ｖｊ，λ〉〈ｖｊ，λ，Ａｊ（ｘ）〉＋

∑
ｊ∈Ｊ
∑
λ∈Λ
〈Ｂｊ（ｙ），ｖｊ，λ〉〈ｖｊ，λ，Ｂｊ（ｙ）〉＝

∑
ｊ∈Ｊ
〈Ａｊ（ｘ），Ａｊ（ｘ）〉＋∑

ｊ∈Ｊ
〈Ａｊ（ｘ），Ｂｊ（ｙ）〉＋

∑
ｊ∈Ｊ
〈Ｂｊ（ｙ），Ａｊ（ｘ）〉＋∑

ｊ∈Ｊ
〈Ｂｊ（ｙ），Ｂｊ（ｙ）〉＝

〈∑
ｊ∈Ｊ
ＡｊＡｊ（ｘ），ｘ〉＋〈∑

ｊ∈Ｊ
ＢｊＡｊ（ｘ），ｙ〉＋

〈∑
ｊ∈Ｊ
ＡｊＢｊ（ｙ），ｘ〉＋〈∑

ｊ∈Ｊ
ＢｊＢｊ（ｙ），ｙ〉＝

〈ｘ，ｘ〉＋〈ｙ，ｙ〉＝〈ｘ
$

ｙ，ｘ
$

ｙ〉
即｛ｅξ，ξｘｊ，λ$ｅξ，ξｙｊ，λ，ｊ∈Ｊ，λ∈Λ｝为Ｍ１$Ｍ２的正
规紧框架，本定理得证。

推论１　设正规紧广义框架｛Ａｊ，ｊ∈Ｊ｝和｛Ｂｊ，
ｊ∈Ｊ｝的广义框架变换分别为 Φ１和 Φ２，则 ｛Ａｊ，ｊ
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∈Ｊ｝和 ｛Ｂｊ，ｊ∈ Ｊ｝强不相交当且仅当 Φ１Φ２ ＝

Φ２Φ１ ＝０。
证明　由于对任意的ｘ∈Ｍ１，ｙ∈Ｍ２，Φ１（ｘ）

＝∑
ｊ∈Ｊ
ΛｊＡｊ（ｘ），Φ２（ｙ） ＝∑

ｊ∈Ｊ
ΛｊＢｊ（ｙ），其中

｛Λｊ，ｊ∈Ｊ｝为Ｍ１∩Ｍ２关于Ｎｊ的ｇ－标准正交基，

从 而 Φ２Φ１（ｘ） ＝ Φ２（∑
ｊ∈Ｊ
ΛｊＡｊ（ｘ）） ＝

∑
ｉ∈Ｊ
ＢｉΛｉ（∑

ｊ∈Ｊ
ΛｊＡｊ（ｘ）） ＝∑

ｉ∈Ｊ
ＢｉＡｉ（ｘ），同理，

Φ１Φ２（ｙ）＝∑
ｉ∈Ｊ
ＡｉＢｉ（ｙ），因此，∑

ｊ∈Ｊ
ＢｊＡｊ（ｘ）＝

０，∑
ｊ∈Ｊ
ＡｊＢｊ（ｙ）＝０当且仅当Φ１Φ２＝Φ２Φ１＝０。

另外，若 Φ１Φ２ ＝０，则 （Φ１Φ２） ＝０，即

Φ２Φ１ ＝０，也即上面等式若有一个成立，另一个
必然也成立。

定理２　设｛Ａｊ，ｊ∈ Ｊ｝为 Ｍ１关于 Ｎｊ的 ｇ－框
架，｛Ｂｊ，ｊ∈Ｊ｝为Ｍ２关于Ｎｊ的广义框架，其广义
框架变换分别为Φ１和Φ２，则｛Ａｊ，ｊ∈Ｊ｝与｛Ｂｊ，ｊ
∈Ｊ｝不相交当且仅当Φ１（Ｍ１）∩Φ２（Ｍ２）＝｛０｝，
且Φ１（Ｍ１）＋Φ２（Ｍ２）是闭的，其中 Φ１（Ｍ１）和
Φ２（Ｍ２）分别为Φ１和Φ２的值域。

证明　由于｛ｅξ，ξｘｊ，λ$ｅξ，ξｙｊ，λ，ｊ∈Ｊ，λ∈Λ｝为
Ｍ１$Ｍ２的框架，则存在ａ＞０，ｂ＞０，使得

ａ〈ｘ
$

ｙ，ｘ
$

ｙ〉≤ ∑
ｊ∈Ｊ
∑
λ∈Λ
〈ｘ

$

ｙ，ｅξ，ξｘｊ，λ$

ｅξ，ξｙｊ，λ〉〈ｅξ，ξｘｊ，λ$ｅξ，ξｙｊ，λ，ｘ$ｙ〉≤ｂ〈ｘ$ｙ，ｘ$ｙ〉

而 ∑
ｊ∈Ｊ
∑
λ∈Λ
〈ｘ

$

ｙ，ｅξ，ξｘｊ，λ$ｅξ，ξｙｊ，λ〉·

〈ｅξ，ξｘｊ，λ$ｅξ，ξｙｊ，λ，ｘ$ｙ〉＝

∑
ｊ∈Ｊ
∑
λ∈Λ
（〈ｘ，Ａｊ（ｖｊ，λ）〉＋〈ｙ，Ｂ


ｊ（ｖｊ，λ）〉）·

（〈Ａｊ（ｖｊ，λ），ｘ〉＋〈Ｂ

ｊ（ｖｊ，λ），ｙ〉）＝

∑
ｊ∈Ｊ
∑
λ∈Λ
（〈ｘ，Ａｊ（ｖｊ，λ）〉〈Ａ


ｊ（ｖｊ，λ），ｘ〉＋

∑
ｊ∈Ｊ
∑
λ∈Λ
〈ｘ，Ａｊ（ｖｊ，λ）〉〈Ｂ


ｊ（ｖｊ，λ），ｙ〉＝

∑
ｊ∈Ｊ
〈Ａｊ（ｘ），Ａｊ（ｘ）〉＋∑

ｊ∈Ｊ
〈Ａｊ（ｘ），Ｂｊ（ｙ）〉＋

∑
ｊ∈Ｊ
〈Ｂｊ（ｙ），Ａｊ（ｘ）〉＋∑

ｊ∈Ｊ
〈Ｂｊ（ｙ），Ｂｊ（ｙ）〉＝

〈∑
ｉ∈Ｊ
ΛｉＡｉ（ｘ），∑

ｊ∈Ｊ
ΛｊＡｊ（ｘ）〉＋

〈∑
ｉ∈Ｊ
ΛｉＡｉ（ｘ），∑

ｊ∈Ｊ
ΛｊＢｊ（ｙ）〉＋

〈∑
ｉ∈Ｊ
ΛｉＢｉ（ｙ），∑

ｊ∈Ｊ
ΛｊＡｊ（ｘ）〉＋

〈∑
ｉ∈Ｊ
ΛｉＢｉ（ｙ），∑

ｊ∈Ｊ
ΛｊＢｊ（ｘ）〉＝

〈Φ１（ｘ），Φ１（ｘ）〉＋〈Φ１（ｘ），Φ２（ｙ）〉＋
〈Φ２（ｙ），Φ１（ｘ）〉＋〈Φ２（ｙ），Φ２（ｙ）〉＝

〈Φ１（ｘ）＋Φ２（ｙ），Φ１（ｘ）＋Φ２（ｙ）〉
即，｛ｅξ，ξｘｊ，λ$ｅξ，ξｙｊ，λ，ｊ∈Ｊ，λ∈Λ｝为Ｍ１$Ｍ２的
框架当且仅当存在ａ＞０，ｂ＞０，使得

ａ〈ｘ
$

ｙ，ｘ
$

ｙ〉≤〈Φ１（ｘ）＋Φ２（ｙ），
Φ１（ｘ）＋Φ２（ｙ）〉≤ｂ〈ｘ$ｙ，ｘ$ｙ〉 （）

　　必要性：反设０≠ ｚ∈ Φ１（Ｍ１）∩ Φ２（Ｍ２），
则存在ｕ∈Ｍ１，ｖ∈Ｍ２，使得Φ１（ｕ）＝Φ２（ｖ）＝
ｚ，不妨取ｗ＝－ｖ∈Ｍ２，则

Φ１（ｕ）＋Φ２（ｗ）＝Φ１（ｕ）－Φ２（ｖ）＝ｚ－ｚ＝
０，从而要使得 （）式成立，即 ａ〈ｕ$ ｗ，ｕ$
ｗ〉≤〈Φ１（ｕ）＋Φ２（ｗ），Φ１（ｕ）＋Φ２（ｗ）〉＝０≤
ｂ〈ｕ

$

ｗ，ｕ
$

ｗ〉，只能有〈ｕ
$

ｗ，ｕ
$

ｗ〉＝０，即
〈ｕ，ｕ〉＋〈ｗ，ｗ〉＝０，而〈ｕ，ｕ〉≥０，〈ｗ，ｗ〉≥０，
因此ｕ＝ｗ＝０，即Φ１（ｕ）＝Φ１（０）＝０，Φ２（ｖ）＝
Φ２（－ｗ）＝Φ２（０）＝０，也即ｚ＝０，这与反设矛
盾，从而只有Φ１（Ｍ１）∩Φ２（Ｍ２）＝｛０｝。

充分性：我们引入 Ｋ－线性算子：Ｔ：Φ１（Ｍ１）
$Φ２（Ｍ２）→Φ１（Ｍ１）＋Φ２（Ｍ２），使得对 ａ∈
Φ１（Ｍ１），ｂ∈Φ２（Ｍ２），Ｔ（ａ$ｂ）＝ａ＋ｂ，则Ｔ
是定义好的。

事实上，若ａ
$

ｂ＝０，即０＝〈ａ
$

ｂ，ａ
$

ｂ〉
＝〈ａ，ａ〉＋〈ｂ，ｂ〉，而〈ａ，ａ〉≥０，〈ｂ，ｂ〉≥０，从
而只有ａ＝ｂ＝０，即ａ＋ｂ＝０。且 Ｔ是可伴算
子，Ｔ：Φ１（Ｍ１）＋Φ２（Ｍ２）→Φ１（Ｍ１）$Φ２（Ｍ２），
使得Ｔ（ｅ＋ｆ）＝（ｅ＋ｆ）

$

（ｅ＋ｆ），其中任意的ｅ
∈Φ１（Ｍ１），ｆ∈Φ２（Ｍ２）。

我们先证明Ｔ是单射：对任意的ａ∈Φ１（Ｍ１），
ｂ∈Φ２（Ｍ２），若ａ＋ｂ＝０，即ａ＝－ｂ，则存在
ｘ∈ Ｍ１，ｙ∈ Ｍ２，使得 Φ１（ｘ） ＝ａ＝－ｂ＝－
Φ２（ｙ），即 Φ１（ｘ） ＝－Φ２（ｙ） ＝Φ２（－ｙ），而
Φ１（Ｍ１）∩ Φ２（Ｍ２）＝｛０｝，从而只有 Φ１（ｘ）＝
Φ２（－ｙ）＝０，即ａ＝ｂ＝０，从而ａ$ｂ＝０，即
Ｔ是单射。

我们再证明 Ｔ是满射，即 Ｔ 是单射。事实
上，对ｅ∈Φ１（Ｍ１），ｆ∈Φ２（Ｍ２），若（ｅ＋ｆ）
$

（ｅ＋ｆ）＝０，则０＝〈ｅ＋ｆ）
$

（ｅ＋ｆ），ｅ＋ｆ）
$

（ｅ＋ｆ）〉＝２〈ｅ＋ｆ，ｅ＋ｆ〉，从而只有：ｅ＋ｆ＝０。
综上，我们知Ｔ是双射，即Ｔ为可逆算子，根

据文献 ［８］的相关知识，有：
‖Ｔ－１‖－２〈ａ

$

ｂ，ａ
$

ｂ〉≤
〈Ｔ（ａ

$

ｂ），Ｔ（ａ
$

ｂ）〉≤‖Ｔ‖２〈ａ
$

ｂ，ａ
$

ｂ〉
即

‖Ｔ－１‖－２〈ａ
$

ｂ，ａ
$

ｂ〉≤〈ａ＋ｂ，ａ＋ｂ〉≤
‖Ｔ‖２〈ａ

$

ｂ，ａ
$

ｂ〉
从而对任意的 ｘ∈ Ｍ１，ｙ∈ Ｍ２，显然：Φ１（ｘ）∈
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Φ１（Ｍ１），Φ２（ｙ）∈Φ２（Ｍ２），则由上式，有
‖Ｔ－１‖－２〈Φ１（ｘ）$Φ２（ｙ），Φ１（ｘ）$Φ２（ｙ）〉≤

〈Φ１（ｘ）＋Φ２（ｙ），Φ１（ｘ）＋Φ２（ｙ）〉≤
‖Ｔ‖２〈Φ１（ｘ）$Φ２（ｙ），Φ１（ｘ）$Φ２（ｙ）〉

即

‖Ｔ－１‖－２〈Φ１（ｘ），Φ１（ｘ）〉＋〈Φ２（ｙ），Φ２（ｙ）〉≤
〈Φ１（ｘ）＋Φ２（ｙ），Φ１（ｘ）＋Φ２（ｙ）〉≤

‖Ｔ‖２〈Φ１（ｘ），Φ１（ｘ）〉＋〈Φ２（ｙ），Φ２（ｙ）〉
又由于｛Ａｊ，ｊ∈Ｊ｝和｛Ｂｊ，ｊ∈Ｊ｝均为广义框架，则
存在ａ，ｂ，ｃ，ｄ＞０，使得

ａ〈ｘ，ｘ〉≤∑
ｊ∈Ｊ
〈Ａｊ（ｘ），Ａｊ（ｘ）〉＝

〈Φ１（ｘ），Φ１（ｘ）〉≤ｂ〈ｘ，ｘ〉；

ｃ〈ｘ，ｘ〉≤∑
ｊ∈Ｊ
〈Ｂｊ（ｘ），Ｂｊ（ｘ）〉＝

〈Φ２（ｘ），Φ２（ｘ）〉≤ｄ〈ｘ，ｘ〉
从而

ｍｉｎ｛ａ，ｃ｝（〈ｘ，ｘ〉＋〈ｙ，ｙ〉）≤
〈Φ１（ｘ），Φ１（ｘ）〉＋〈Φ２（ｙ），Φ２（ｙ）〉≤

ｍａｘ｛ｂ，ｄ｝（〈ｘ，ｘ〉＋〈ｙ，ｙ〉）
即

‖Ｔ－１‖－２ｍｉｎ｛ａ，ｃ｝〈ｘ
$

ｙ，ｘ
$

ｙ〉≤
〈Φ１（ｘ）＋Φ２（ｙ），Φ１（ｘ）＋Φ２（ｙ）〉≤
‖Ｔ‖２ｍａｘ｛ｂ，ｄ｝（〈ｘ，ｘ〉＋〈ｙ，ｙ〉）＝
‖Ｔ‖２ｍａｘ｛ｂ，ｄ｝〈ｘ

$

ｙ，ｘ
$

ｙ〉
从而｛ｅξ，ξｘｊ，λ$ｅξ，ξｙｊ，λ，ｊ∈Ｊ，λ∈Λ｝为Ｍ１$Ｍ２的

框架，即｛Ａｊ，ｊ∈Ｊ｝与｛Ｂｊ，ｊ∈Ｊ｝不相交。
另外，由Ｔ的可逆性知，Φ１（Ｍ１）＋Φ２（Ｍ２）是

闭的。
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